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Рассматривается модель гетерогенного каталитического процесса в
неподвижном слое, представленная в работе [1], которая вписывается
в класс гладко-выпуклых экстремальных задач F (θ, u) = 0, J(θ, u) →
max, u ∈ U∂ . Здесь θ — температура газа, u(t) — температура ката-
лизатора на входе в слой, J(θ, u) — степень превращения продукта на
выходе из слоя. Указаны условия, при которых существует почти пе-
риодическое решение θ уравнения F (θ, u) = 0 при заданном почти
периодическом управлении u. Выписаны уравнения Эйлера-Лагранжа.

Ключевые слова: эффективные расширения, почти периодическая опти-
мизация, химический катализ.

§ 1. Постановка задачи

Математическая модель, описывающая процессы в химическом
реакторе (модель химического катализа) задается следующей систе-
мой уравнений [1]:

∂θ/∂t = a2∂2θ/∂ξ2 − α(θ − T ) + γW (θ, y), (1)

∂T/∂ξ = α(θ − T ), (2)

∂x/∂ξ = β(y − x), (3)

β(y − x) = W (θ, y), (4)

где функция (θ, y) → W (θ, y) имеет вид

W (θ, y) = µ
(
1− y − y

kp

gη−1(θ)
)
g(θ), (5)

g(θ) =

{
exp( bθ−1

b2θ
) при θ > 0,

0 при θ 6 0.
(6)

1Работа выполнена при финансовой поддержке конкурсного центра Минобра-
зования России (грант E02–1.0-100) и РФФИ (грант 03–01–00014).
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Здесь θ(t, ξ), T (t, ξ) — безразмерные температуры газа и катализа-
тора в момент времени t в точке ξ; y(t, ξ), x(t, ξ) — степень пре-
вращения на поверхности катализатора и в газе;

a, α, γ, β, µ, kp, η, b

— безразмерные параметры модели.
Предполагается, что выполнены следующие граничные условия:

∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=0

= 0, x
∣∣
ξ=0

= 0, T
∣∣
ξ=0

= u(t), ∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=1

= 0. (7)

Максимизируется показатель средней степени превращения про-
дукта

J =
1

τ

∫ τ

0

x(t, 1) dt → max (8)

на наборах
(
u(·), x(·), y(·), θ(·), T (·)

)
, согласованных с (1)–(7).

Цель предлагаемой работы состоит в кратком обзоре имеющихся
результатов, связанных с моделью Г.К. Борескова (1)–(8).

Во-первых, показано, что задача вписывается в класс так назы-
ваемых гладко-выпуклых экстремальных задач, хорошо изученных
в работе [2];

во-вторых, рассмотрены теоремы существования решений следу-
ющих задач:

а) (1)–(7) при заданном управлении u;

б) экстремальной задачи (1)–(8) при фиксированном периоде;
в) системы уравнений Эйлера-Лагранжа

и, в-третьих, рассмотрена наиболее интересная задача химического
катализа — задача о построении эффективных расширений множе-
ства допустимых управлений.

Эта модель изучалась ранее [3], где и поставлена задача о нахож-
дении периода τ и измеримого по Борелю τ -периодического управ-
ления u(t) — температуры катализатора на входе в слой (входяще-
го в краевые условия в модели Г.К. Борескова [1] и принимающего
значения в заранее заданном множестве), при которых функционал
качества J(·) достигает своего максимального значения.

Численно проблема эффективности перехода от процессов стаци-
онарных к τ -периодическим рассматривалась в работах [4–7].
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Линеаризованная задача изучалась О.В. Барановой [15], а затем
и Е. Г. Глушко [11]. Были найдены условия, при которых решение
задачи (1)–(7) единственно, был изучен спектр, и был получен целый
ряд интересных результатов [11].

§ 2. Интегральная форма записи задачи

Прежде всего отметим, что, выражая T, x и y через θ из
равенств (2) и подставляя их в уравнение (1), придем к следую-
щему интегро-дифференциальному уравнению относительно θ (при
γ > 0 ):

F (θ, u)
.
= A(θ)− S(θ)− γN(θ)− V (u) = 0, (9)

A(θ)
.
= ∂θ/∂t− a2∂2θ/∂ξ2 + αθ, V (u)(t, ξ)

.
= u(t)α exp(−αξ). (10)

S(θ)(t, ξ)
.
= α2

∫ ξ

0

exp
(
α(s− ξ)

)
θ(t, s) ds, (11)

N(θ)(t, ξ)
.
=

∂

∂ξ

∫ ξ

0

K
(
θ(t, s)

)
exp

(
−

∫ ξ

s

Φ(θ(t, ω)) dω
)

ds. (12)

Функции K и Φ определены равенствами

K(θ) =
g(θ)

Z(θ)
, Φ(θ) = β − β

Z(θ)
, Z(θ) = 1 +

µ

β

(
g(θ) +

gη(θ)

kp

)
, (13)

а функция g(·) — равенством (6). Всюду далее будем предполагать,
что выполнены неравенства

η > b ln
kpβ

µ(η − 1)
, a > 0, b > 0,

α > 0, β > 0, µ > 0, kp > 0, γ > 0

(14)

и граничные условия

∂θ(t, ξ)/∂ξ
∣∣
ξ=0

= 0, ∂θ(t, ξ)/∂ξ
∣∣
ξ=1

= 0. (15)
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Пусть задано множество U = [u∗, u∗] допустимых значений управ-
лений. Здесь 0 6 u∗ < u∗ < ∞. Мы будем исследовать (классиче-
ские или обобщенные) а) стационарные, б) периодические, в) пре-
дельно периодические или г) почти периодические по t решения
θ(t, ξ) уравнения (9), отвечающие следующим множествам допусти-
мых управлений:

а) стационарным

UC
.
= {u ∈ U : u = const};

б) τ -периодическим

UP (τ)
.
= {u(·) ∈ C(R, U) : u(t + τ) = u(t)}

или
UP (τ)

.
= {u(·) ∈ L∞(R, U) : u(t + τ) = u(t)};

в) предельно периодическим [8]: UP
.
= cl

⋃
0<τ<∞

UP (τ) (замы-

кание в C(R) ) или UP
.
= cl

⋃
0<τ<∞

UP (τ) (замыкание в метрике

sup
t

t+1∫
t

|û(s)− u(s)| ds, t ∈ R );

г) почти периодическим в смысле Г.Бора [8, гл. I]:

UB
.
= {u(·) ∈ C(R, U) : u(·) — п. п. по Бору}

или в смысле В.В. Степанова [8, гл.V]:

US
.
= {u(·) ∈ L∞(R, U) : u(·)— п. п. по Степанову}.

Очевидно, что перечисленные выше множества упорядочены сле-
дующим образом:

UC ⊂ UP (τ) ⊂ UP ⊂ UB

∩ ∩ ∩
UP (τ) ⊂ UP ⊂ US.

Пусть множество U (или U ) совпадает с одним из перечислен-
ных множеств и управлению u(·) ∈ U (или u(·) ∈ U ) отвечает, по
крайней мере, одно классическое (в случае множества U ) или обоб-
щенное (в случае U ) стационарное (по t ), τ -периодическое, пре-
дельно периодическое или почти периодическое решение θ(t, ξ) за-
дачи (9)–(15) (для фиксированного u(·) таких решений может быть
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много [9]). Пары z(t, ξ)
.
=

(
θ(t, ξ), u(t)

)
, будем называть допустимы-

ми процессами, а множество D (соответственно D, если идет речь
об обобщенных решениях), состоящее из допустимых процессов, —
допустимым множеством. При необходимости будем снабжать до-
пустимые множества индексами

DC , DP (τ), DP (τ), DP , DP , DB, DS.

Например, запись z(·) ∈ DP означает, что z(·) состоит из пары(
θ(·), u(·)), где u(·) ∈ UP , а θ(·) — обобщенное предельно перио-
дическое решение задачи (9)–(15). Подчеркнем еще раз, что фикси-
рованному допустимому управлению u(·) может отвечать семейство
допустимых процессов

(
θ(t, ξ), u(t)

)
.

Условие оптимальности можно записать (при γ > 0 ) в виде

J
(
z(·)) .

= lim
T→∞

1

T

∫ T

0

∫ 1

0

k(ξ)
(
θ(t, ξ)− u(t)

)
dξ dt → sup

z(·)∈D
, (16)

k(ξ) = α exp
(
α(ξ − 1)

)
. (17)

Здесь D — одно из множеств

DC , DP (τ), DP , DB, DP (τ), DP , DS.

Поскольку имеют место включения

DC ⊂ DP (τ) ⊂ DP ⊂ DB

∩ ∩ ∩
DP (τ) ⊂ DP ⊂ DS,

то максимальное значение Ĵ функционала J может только возрасти
при переходе к более широкому множеству. Таким образом, возни-
кает последовательность расширений задачи оптимального управле-
ния. Расширение называется эффективным, если Ĵ строго возрастет
при расширении допустимого множества. Основная задача управле-
ния процессом химического катализа состоит в выяснении условий,
при выполнении которых расширение задачи управления становится
эффективным, и построении оптимального процесса

(
θ̂(·), û(·)) для

расширенной задачи.
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Стационарным решением задачи (9)–(15), отвечающим стацио-
нарному управлению u ∈ UC , назовем функцию θ(·) класса C2[0, 1],

не зависящую от t и согласованную с (9)–(15).
Классическим τ -периодическим по t решением задачи (9)–(15),

отвечающим управлению u(t) ∈ UP (τ), назовем функцию θ(·, ·)
класса SP (τ), согласованную с (9)–(15), где

SP (τ)
.
= {θ ∈ C(R; C2[0, 1]) : ∂θ/∂t ∈ C(R; C[0, 1]),

θ(t + τ, ξ) = θ(t, ξ), ∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=0

= ∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=1

= 0}.

Обобщенные τ -периодические решения θ задачи (9)–(15), отвечаю-
щие управлению u(·) ∈ UP (τ), будем искать в пространстве SP (τ) :

SP (τ)
.
= {θ ∈ L2(R; H2(0, 1)) : ∂θ/∂t ∈ L2(R; H0(0, 1)),

θ(t + τ, ξ) = θ(t, ξ), ∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=0

= ∂θ/∂ξ
∣∣
ξ=1

= 0},

где через H2(0, 1) обозначено пространство С.Л. Соболева [10].
Напомним некоторые обозначения:

DC = C2[0, 1]× UC , DP (τ) = SP (τ)× UP (τ),

DP (τ) = SP (τ)× UP (τ).

Класс почти периодических решений задачи (9)–(15) определимниже.

§ 3. О существовании периодических по времени решений

Пусть

Cτ (R; Ck[0, 1])
.
= {θ ∈ C(R; Ck[0, 1]) : θ(t + τ, ξ) = θ(t, ξ)}, k = 0, 1.

Тогда справедлива следующая теорема [11; 9].

Теорема 1. Пусть α, β, η, γ — фиксированные параметры, со-
гласованные с (14) . Тогда справедливы следующие утверждения:

a) для любого числа u существует стационарное решение θ(ξ)

задачи (9) – (15) . Кроме того, существует константа c, не зави-
сящая от u , такая, что для любого решения θ(ξ) задачи (9) – (15)

при любом ξ ∈ [0, 1] справедливо неравенство |θ(ξ)− u | 6 c;

b) при каждом τ > 0 и любом u ∈ UP (τ) существует класси-
ческое τ -периодическое по t решение θ ∈ SP (τ) задачи (9) – (15) ;
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c) при любом управлении u ∈ UP существует классическое пре-
дельно периодическое решение θ ∈ SP задачи (9) – (15) . Кроме то-
го, найдется константа M(u ∗, u ∗) > 0 такая, что для любой пары
(θ, u) ∈ DP , согласованной с (9) – (15) , справедлива оценка

sup
t
‖θ(t, ·)‖C2[0,1] + sup

t
‖θt(t, ·)‖C[0,1] 6 M(u ∗, u ∗); (18)

d) при любом управлении u ∈ UP (τ) существует обобщенное
решение θ ∈ SP (τ) задачи (9) – (15) . Кроме того, найдется кон-
станта M(u ∗, u ∗) > 0 такая, что для любой пары (θ, u) ∈ DP (τ),

согласованной с (9) – (15) справедлива оценка

‖θ(t, ·)‖L2(R;H2(0,1)) + ‖θt(t, ·)‖L2(R;H0(0,1)) 6 M(u ∗, u ∗).

§ 4. О существовании почти периодических по t решений

Рассмотрим вспомогательную задачу

A(y) = S(y) + γN(y) + V (u), y
∣∣
t=0

= 0, yξ

∣∣
ξ=0

= yξ

∣∣
ξ=1

= 0. (19)

Пусть A, S,N и V — операторы, определенные формулами (10)–
(14), (6). Тогда при любом γ > 0 и любом непрерывном управле-
нии u(·), стесненном ограничениями u ∗ 6 u(t) 6 u ∗, существует
классическое решение y задачи (19) такое, что y ∈ C(R+; C2[0, 1]),

yt ∈ C(R+; C[0, 1]). Кроме того, если пара (θ, u) удовлетворяет усло-
виям (19), то она удовлетворяет и оценке

sup
t>0

‖y(t, ·)‖C2[0,1] + sup
t>0

‖yt(t, ·)‖C[0,1] 6 M1(u ∗, u ∗), (20)

где M1(u ∗, u ∗) — некоторая константа, зависящая лишь от u ∗ и u ∗ .

Пусть E — сепарабельное рефлексивное банахово пространство,
определенное равенством

E = {l ∈ H2(0, 1) : lξ
∣∣
ξ=0

= lξ
∣∣
ξ=1

= 0}.

Тогда если билинейная форма 〈x, y〉, (y ∈ E∗, x ∈ E) совпадает со
скалярным произведением на H1(0, 1) при x, y ∈ H1(0, 1), то вло-
жение E ⊂ H1(0, 1) ⊂ E∗ плотно и непрерывно. Пусть ‖ · ‖ есть
E -норма, 〈x, y〉 есть скалярное произведение в H1(0, 1).
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Пусть G : E → E∗ — оператор, определенный равенством

G(θ) = −a2∆θ + αθ − S(θ)− γN(θ),

тогда существует такая положительная константа γ0, что при любом
γ ∈ (0, γ0) оператор G монотонен, полунепрерывен, ограничен и ко-
эрцитивен [9]: существуют постоянные ci > 0 (i = 1, . . . , 4) такие,
что

〈Gx, x〉 > c1‖x‖2 − c2, ‖Gx‖∗ 6 c3‖x‖2 + c4.

(Первая из этих оценок означает коэрцитивность оператора G, вто-
рая — его ограниченность.)

Следуя [12], обозначим через C(H1) пространство всех измери-
мых по Борелю функций f : R→ H1 с нормой

‖f‖C(H1) = sup
t

(∫ 1

0

‖f(t + s)‖2
H1 ds

) 1
2
, t ∈ R.

Через C(H1)comp обозначим подпространство из C(H1), состоящее
из тех элементов f(t), для которых семейство сдвигов {f(t + τ)} ,
τ ∈ R компактно в L2(−T, T, H1).

Пусть M — модуль показателей Фурье функции u(t), где u ∈ US

то есть u(t) есть п. п. (в смысле Степанова) функция R→ U.

Через
◦
C(H1) обозначим подпространство элементов f ∈ C(H1),

для которых семейство сдвигов {f(t + τ)} , τ ∈ R, компактно в
C(H1), а модуль показателей Фурье принадлежит M. Тогда спра-
ведлива следующая теорема [9].

Теорема 2. Пусть α, β, µ, η, K0, b — фиксированные пара-
метры, согласованные с (14) . Тогда существует число γ0 > 0 та-
кое, что при любом γ ∈ (0, γ0), для любой функции u ∈ US, почти
периодической по Степанову, существует решение θ задачи (9) –

(15) класса
◦
C(H1), то есть θ — почти периодическое по Бору; при

этом θ ∈ C(R; C1[0, 1]).
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§ 5. Необходимые условия оптимальности

Воспользуемся принципом максимума Л.С. Понтрягина для глад-
ко-выпуклой задачи [13, теорема 3.4]. Напомним, что

UP (τ) = {u ∈ L∞(R; U) : u(t + τ) = u(t)}.

Обобщенным оптимальным τ -периодическим процессом задачи (9)–
(17) назовем допустимый процесс

ẑ (·) =
(
θ̂(·), û(·)) ∈ DP (τ)

.
= SP (τ)× UP (τ),

удовлетворяющий равенству

J
(
ẑ(·)) = max

z(·)
J
(
z(·)), z(·) ∈ DP (τ).

Выпишем теперь необходимые условия оптимальности решения
задачи (9)–(17) [14].

Теорема 3. Пусть A, S, N, V — операторы, определенные равен-
ствами (6) , (9) – (13) . Тогда найдется такое число γ0 > 0, что
при любом γ ∈ (0, γ0) имеет место следующее утверждение: реше-
нию (θ̂, û) ∈ SP (τ)×UP (τ) задачи (9) – (17) отвечает единственное
решение p̂ ∈ SP (τ) уравнения Эйлера-Лагранжа

A∗p− S∗p− γ
(
dN(θ̂)

)∗
p = −k,

где k(ξ) = α exp(α(ξ − 1)) — ядро функционала J. Кроме того, вы-
полнено условие максимума

max
v

(
−

∫ τ

0

∫

Ω

v(t, ξ)
(
k(ξ) + l(ξ)p̂(t, ξ)

)
dξ dt

)
=

= −
∫ τ

0

∫

Ω

û(t, ξ)
(
k(ξ) + l(ξ)p̂(t, ξ)

)
dξ dt, v ∈ UP (τ). (21)

где l(ξ) = exp(−αξ).

Отметим, что из равенства (21), в частности, вытекает, что

û(t, ξ) =

{
u∗, если k(t, ξ) + l(t, ξ)p̂(t, ξ) > 0,

u∗, если k(t, ξ) + l(t, ξ)p̂(t, ξ) < 0.
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§ 6. Существование решения экстремальной задачи

Обобщенное решение (θ̂, û) ∈ SP (τ) × UP (τ) экстремальной за-
дачи (6), (9)–(17) существует [14] при любых u∗, u∗ (u∗ < u∗).

Будем называть задачей DC задачу (6), (9)–(17) в предположе-
нии, что множество допустимых управлений состоит из констант
(стационарный случай). Тогда [9] существует оптимальный процесс
задачи DC , т. е. найдется пара (θ̂(·), û ) из множества C2[0, 1]× UC ,

согласованная с (6), (9)–(17), на которой функционал J (16), (17) до-
стигает своего максимума. Отметим, что û — внутренняя точка для
UC при достаточно больших u∗ и достаточно малых u∗.

§ 7. Эффективность расширения множества стационарных
управлений до множества периодических управлений

Пусть (θ̂ (ξ), û) — оптимальный процесс задачи (6), (9)–(17) на
множестве DC , Ĵ

.
= J(θ̂ (·), û) — оптимальное значение функциона-

ла на DC . Расширение множества стационарных допустимых процес-
сов DC до множества DP (τ) — τ -периодических допустимых про-
цессов называется эффективным, если найдется допустимый процесс(
θ(t, ξ), u(t)

)
задачи DP (τ) такой, что J

(
θ(·) , u(·)) > Ĵ.

Можно показать [9], что существует набор параметров системы
(1)–(8), при котором расширение задачи DC до задачи DP (τ) эф-
фективно при любом τ > 0.

Теорема 4. Пусть η > 1, η > b ln kpβ

µ(η−1)
и τ — произвольный

фиксированный период. Существует β0 > 0 такое, что каждому
β > β0 отвечает α0 = α0(β) > 0, обладающее следующим свой-
ством: для любого α > α0 расширение задачи DC до задачи DP (τ)

эффективно при всех γ ∈ [0, γ0(α, β)), где γ0(α, β) > 0.
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L.A. Belousov
Control by temperature of catalyst in Borescovs model of chemical
catalysis
The model of heterogeneous catalysis in the immovable layer which was
presented by G.K.Borescov and others in the Doklady Akademii Nauk SSSR,
Vol.237, № 1, p.p. 160-163, is considered. This model is contained in the set of
smoothly convex extremal prolems like F (θ, u) = 0, J(θ, u) → maxu∈U∂

The
conditions of the solution θ of the equation F (θ, u) = 0 for given control u,

are founded.
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